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Automata networks (ANs) : Simulation
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N-completeness

Definition (n-complete)

f ∈ Tran(Am) is n-complete if ∀h ∈ An, ∃t ≥ 0, ∃w ∈ [n]t , Fw . h.

For instance, f ∈ Tran({0, 1}2) such that f : x 7→ (x̄1 ∨ x̄2) is
1-complete. Indeed,

(x1, x2)
F 2

−→ (x1, x1)
F 1

−→ (¬x1, x1)
F 1

−→ (1, x1)
F 2

−→ (1, 1)
F 1

−→ (0, 1).

Thus,

F 2 . id : (x1)→ (x1).

F 2,1 . neg : (x1)→ x̄1.

F 2,1,1 . cst1 : (x1)→ 1.

F 2,1,1,2,1 . cst0 : (x1)→ 0.
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f ∈ Tran(Am) is n-complete if ∀h ∈ An, ∃t ≥ 0, ∃w ∈ [n]t , Fw . h.

For instance, f ∈ Tran({0, 1}2) such that f : x 7→ (x̄1 ∨ x̄2) is
1-complete. Indeed,

(x1, x2)
F 2

−→ (x1, x1)
F 1

−→ (¬x1, x1)
F 1

−→ (1, x1)
F 2

−→ (1, 1)
F 1

−→ (0, 1).

Thus,

F 2 . id : (x1)→ (x1).

F 2,1 . neg : (x1)→ x̄1.

F 2,1,1 . cst1 : (x1)→ 1.

F 2,1,1,2,1 . cst0 : (x1)→ 0.
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Complete Automata networks with optimized time

Theorem

For any alphabet A, and any size n, there exists m ≥ n and
f ∈ Tran(Am) such that f is n-complete.

{g (1), . . . , g (s)} := {An → A}

x

n

y1

s

y2

s

. . . yn

s

z

Let us define f ∈ Tran(An+sn) as such,

∀i ∈ [n], fi : z 7→
∑
j∈[n]

y ij

∀i ∈ [n], k ∈ [s], f(i ,k) : z 7→ g (k)(x)−
∑

j∈[n]\{k}
y ij .

h = (g (i1), g (i2), . . . , g (in)).

F (1,i1),(2,i2),...,(n,in),1,...,n . h
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Generating set

E := {e0, e1, e2, e3, e4, e5}

c

e0 e1

e5 e2

e4 e3

d

e0 e1

e5 e2

e4 e3

k

e0 e1

e5 e2

e4 e3

e0 e1

e5 e2

e4 e3

(e4, e5)(e5, e2)(e0, e1, e5)(e3 → e4)g

e e0 e1 e2 e3 e4 e5

(e i , e i+1) = c i ◦ d ◦ c |E |−i

(e i , e j) = (e i , e i+1) ◦ (e i+1, e i+2) ◦ · · · ◦ (e j−1, e j) ◦
(e j−1, e j−2) ◦ . . . (e i+1, e i )

(e i1 , e i2 , . . . , e ip) = (e1, e ip) ◦ · · · ◦ (e i2 , e i1).

(e i → e j) = (e j , e2) ◦ (e i , e5) ◦ k ◦ (e j , e2) ◦ (e i , e5).
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e0 e1

e5 e2
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e0 e1

e5 e2

e4 e3

(e4, e5)

(e5, e2)(e0, e1, e5)(e3 → e4)g

e e0 e1 e2 e3 e4 e5

c(e) e1 e2 e3 e4 e5 e0

(e i , e i+1) = c i ◦ d ◦ c |E |−i
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Generating set

E := {e0, e1, e2, e3, e4, e5}

c

e0 e1

e5 e2

e4 e3

d

e0 e1

e5 e2

e4 e3

k

e0 e1

e5 e2

e4 e3

e0 e1

e5 e2

e4 e3

(e4, e5)

(e5, e2)(e0, e1, e5)(e3 → e4)g

e e0 e1 e2 e3 e4 e5

c2(e) e2 e3 e4 e5 e0 e1

(e i , e i+1) = c i ◦ d ◦ c |E |−i
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Generating set

E := {e0, e1, e2, e3, e4, e5}

c

e0 e1

e5 e2

e4 e3

d

e0 e1

e5 e2

e4 e3

k

e0 e1

e5 e2

e4 e3

e0 e1

e5 e2

e4 e3

(e4, e5)

(e5, e2)(e0, e1, e5)(e3 → e4)g

e e0 e1 e2 e3 e4 e5

(d ◦ c2)(e) e2 e3 e4 e5 e1 e0

(e i , e i+1) = c i ◦ d ◦ c |E |−i

(e i , e j) = (e i , e i+1) ◦ (e i+1, e i+2) ◦ · · · ◦ (e j−1, e j) ◦
(e j−1, e j−2) ◦ . . . (e i+1, e i )

(e i1 , e i2 , . . . , e ip) = (e1, e ip) ◦ · · · ◦ (e i2 , e i1).

(e i → e j) = (e j , e2) ◦ (e i , e5) ◦ k ◦ (e j , e2) ◦ (e i , e5).

Florian BRIDOUX Complete Simulation of Automata Networks 2018 6/8



Generating set
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c
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e0 e1

e5 e2

e4 e3

k

e0 e1

e5 e2

e4 e3

e0 e1

e5 e2

e4 e3

(e4, e5)

(e5, e2)(e0, e1, e5)(e3 → e4)g

e e0 e1 e2 e3 e4 e5

(c ◦ d ◦ c2)(e) e3 e4 e5 e0 e2 e1

(e i , e i+1) = c i ◦ d ◦ c |E |−i

(e i , e j) = (e i , e i+1) ◦ (e i+1, e i+2) ◦ · · · ◦ (e j−1, e j) ◦
(e j−1, e j−2) ◦ . . . (e i+1, e i )
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Generating set

E := {e0, e1, e2, e3, e4, e5}

c

e0 e1

e5 e2

e4 e3

d

e0 e1

e5 e2

e4 e3

k

e0 e1

e5 e2

e4 e3

e0 e1

e5 e2

e4 e3

(e4, e5)

(e5, e2)(e0, e1, e5)(e3 → e4)g

e e0 e1 e2 e3 e4 e5

(c2 ◦ d ◦ c2)(e) e4 e5 e0 e1 e3 e2

(e i , e i+1) = c i ◦ d ◦ c |E |−i

(e i , e j) = (e i , e i+1) ◦ (e i+1, e i+2) ◦ · · · ◦ (e j−1, e j) ◦
(e j−1, e j−2) ◦ . . . (e i+1, e i )

(e i1 , e i2 , . . . , e ip) = (e1, e ip) ◦ · · · ◦ (e i2 , e i1).
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e4 e3

d

e0 e1

e5 e2

e4 e3

k

e0 e1

e5 e2

e4 e3

e0 e1

e5 e2

e4 e3

(e4, e5)

(e5, e2)(e0, e1, e5)(e3 → e4)g

e e0 e1 e2 e3 e4 e5

(c3 ◦ d ◦ c2)(e) e5 e0 e1 e2 e4 e3

(e i , e i+1) = c i ◦ d ◦ c |E |−i

(e i , e j) = (e i , e i+1) ◦ (e i+1, e i+2) ◦ · · · ◦ (e j−1, e j) ◦
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Complete Automata networks with optimized size

fn+1(x) := x1

f1(x) :=


x1 + 1 if x1 = xn+1

0 if x1 6= xn+1 and x[n] = (0)n

1 if x1 6= xn+1 and x[n] = 1(0)n−1

x1 otherwise

f2(x) :=


x2 + 1 if x1 6= xn+1 and x1 = 0

1 if x1 = xn+1 and x[n] = 0n

x1 otherwise

∀i ∈ [3, n], fi (x) :=

{
xi + 1 if x1 = x2 = · · · = xi−1 = 0

xi otherwise

F n+1,1,2,...,n.((0, 0, . . . ), . . . , (q−1, 0, . . . ), (0, 1, . . . ), (1, 1, . . . ), . . . ).

F (n+1,1)q ,1 . (0n, 10n−1).

F n+1,2 . (0n → 010n−2).
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Conclusion and ongoing work

We have seen two constructions of n-complete function,

One of time 2n (but with a big size).
One of size n + 1 (but with a big time).

We are currently looking for other related problems,

We try to use a bigger alphabet. We have found some
functions f ∈ Tran(Bn) which can simulate any h ∈ Tran(An).
Depending on the definition of simulation, we have to take
|B| = 2|A| or |B| = |A|+ 1.
We try to characterize the kind of transformation that can’t be
simulated by a transformation of same size and alphabet.
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