EJCIM 2018 Philippe Chassaing, Irene Marcovici

Combinatoire et couplage

Exercice 1. (Hammersley 1972, Erdds € Szekeres 1933) Montrer que, d’une suite
de mn 4+ 1 nombres, on peut extraire soit une sous-suite croissante de longueur m+1,
soit une sous-suite décroissante de longueur n + 1.

Exercice 2. Montrer que pour 2 variables aléatoires X et Y définies sur (2, A, P),
toutes deux a valeurs dans (F,E), et pour A € &,

P(X €A)—P(Y € A)|<P(XAY).

Montrer que si X suit la loi de Bernoulli et Y la loi de Poisson, toutes deux de
parametre p € [0, 1], alors

P(XeAd)-P(Y ecA)|<p(l-e?) <p”

On pourra construire explicitement X et Y comme fonctions croissantes d’une méme
variable aléatoire U uniforme sur [0, 1].

Exercice 3. a. On se donne un nombre Z suivant la loi exponentielle de parametre
1, définie par

]P)(Z S ZL’) = (1 - G_x) ]15520.
et on pose X = [aZ]. Calculer a pour que X suive la loi géométrique de parametre

p, définie par
P(X =k =(1-p)" " 'ple.

1
b. Montrer que si Z, suit la loi géométrique de parametre —, alors Z,,/n converge en
n

loi vers Z.

Exercice 4. On note C,,(w), resp. D, (w), les longueurs des plus grandes suites crois-
santes (resp. décroissantes) d’une permutation aléatoire w tirée au hasard du groupe
symétrique &,,. Montrer que C,(w) et D, (w) ont méme loi. A P'aide de I'Exercice 1,
en déduire que

S

E[C,] >
Exercice 5. Avec les notations de ’Exercice 4, montrer que
ny 1 e2n\ "
> < — < | —
ez (e (2.

E[C,] < 2ey/n +n 272V" < 6y/n.

puis que
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Exercice 6. Lemme de Fekete. Soit (u,,),>1 une suite dans R vérifiant
Vn,p Z 17 Un+p 2 Up + Up-

On dit que la suite (u,,),>1 est sur-additive. On souhaite montrer que la suite (u, /n),>1
converge Vers sup,, U, /n. Soit p > 1 fixé et soit n > 1. On note ¢ le quotient et r
le reste de la division euclidienne de n par p. Montrer que u,, > qu, + u,. En déduire
que :
u U
liminf — > -2,
n n p
puis que :
. . plUp
lim inf — > supu,/p,
non p>1
et conclure. Application : montrer que la suite E [C,,] est sous-additive ; que peut-on
en déduire ?

Exercice 7. Montrer™* que E [C},] /v/n converge vers une limite 7. Montrer™*** que

v =2.
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