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Combinatoire et couplage

Exercice 1. (Hammersley 1972, Erdds € Szekeres 1933) Montrer que, d’une suite
de mn 4+ 1 nombres, on peut extraire soit une sous-suite croissante de longueur m+1,
soit une sous-suite décroissante de longueur n + 1.

Exercice 2. Montrer que pour 2 variables aléatoires X et Y définies sur (2, A, P),
toutes deux a valeurs dans (F,E), et pour A € &,

P(X €A)—P(Y € A)|<P(XAY).

Montrer que si X suit la loi de Bernoulli et Y la loi de Poisson, toutes deux de
parametre p € [0, 1], alors

P(XeAd)-P(Y ecA)|<p(l-e?) <p”

On pourra construire explicitement X et Y comme fonctions croissantes d’une méme
variable aléatoire U uniforme sur [0, 1].

Exercice 3. a. On se donne un nombre Z suivant la loi exponentielle de parametre
1, définie par

]P)(Z S ZL’) = (1 - G_x) ]15520.
et on pose X = [aZ]. Calculer a pour que X suive la loi géométrique de parametre

p, définie par
P(X =k =(1-p)" " 'ple.

1
b. Montrer que si Z, suit la loi géométrique de parametre —, alors Z,,/n converge en
n

loi vers Z.

Exercice 4. On note C,,(w), resp. D, (w), les longueurs des plus grandes suites crois-
santes (resp. décroissantes) d’une permutation aléatoire w tirée au hasard du groupe
symétrique &,,. Montrer que C,(w) et D, (w) ont méme loi. A P'aide de I'Exercice 1,
en déduire que

S

E[C,] >
Exercice 5. Avec les notations de ’Exercice 4, montrer que
ny 1 e2n\ "
> < — < | —
ez (e (2.

E[C,] < 2ey/n +n 272V" < 6y/n.

puis que
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Exercice 6. Lemme de Fekete. Soit (u,,),>1 une suite dans R vérifiant
Vn,p Z 17 Un+p 2 Up + Up-

On dit que la suite (u,,),>1 est sur-additive. On souhaite montrer que la suite (u, /n),>1
converge Vers sup,, U, /n. Soit p > 1 fixé et soit n > 1. On note ¢ le quotient et r
le reste de la division euclidienne de n par p. Montrer que u,, > qu, + u,. En déduire
que :
u U
liminf — > -2,
n n p
puis que :
. . plUp
lim inf — > supu,/p,
non p>1
et conclure. Application : montrer que la suite E [C,,] est sous-additive ; que peut-on
en déduire ?

Exercice 7. Montrer™* que E [C},] /v/n converge vers une limite 7. Montrer™*** que

v =2.
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Couplage Bernoulli-Poisson
p=In(R) Bernoulli(p) Poisson(p)

0o 0,307 0,600
1 0,693 0,347
P 0,120
3 0,028

0,008




Ir\&oba,QJ ¢ de Le Com

Couplage Bernoulli-Poisson
p=In(R) Bernoulli(p) Poisson(p)

0 0,307 0,500
i 0,693 0,347
P 0,120
3 0,028

0,005




E‘EQN\PQQ: PQJ\.Mu.roJ' cond O\Qﬁo—racw .

D) = Co nombre de descentes & w
SEYUE AsﬁgnJ) Wy >w,”4_3

E(D,\JZ.) = _(r_\a?’_> & romBre. euliven

> & )&)X&“

SL O’V\P’LPJ\A, &z{L/’*U"*"'*U&Z
Xt Y) ok (ef=2-lnl

OLQd\b D“(w)zLU4+U,_+-~+U,\J %) U4+U2.+”'+Uh

one D—%’Y"- —> (/QO, 1)

/A2

ce qwe donne ouss ume estimolion precie de <E>



E‘E@N\PQQ: PQJ\.mu.rml' coOns O\QMOC\.QA .

Eulérien

U Somme X

0,416 0,416 0,416
0,329 0,746 0,746

0,579 1,325 0,325
D.e) = Co nombre de descentes d w

= ﬂ{Q : A£2$“~4) w‘& >(A)&‘_43
0,988 2,703 0,703

PO<R) = _(h”:,_> < rombre eulien o 05 B11r 0117

0,915 4,083 0,033
Wy > _
Rl WIRS RS 0,574 4,607 0,607

Si on prend. XP{WUN--.,,U&} 0,249 4,857 0,857
Xt Y) ok (ef=2-lnl
OLQd\b D,\(w):.LUA+U,_+-~+U,\J A U4+U2.+"'+Uh

@

4

8

3

0,390 1,715 0,715 7
6

&

1

5

9

e D%, o

/A2

ce 0|u~ donne ouss. ume esbimoltion precire de <E>



E‘EQN\PQQ: PQJ\.Mu.roJ' cond O\Qﬁo—racw .

Eulérien

U Somme X

—» 0,416 0,416 0,416
0,329 0,746 0,746

0,579 1,335 0,325
D.e) = Co nombre de descentes d w

= ﬂ{g : 4520\-4) w‘& >(A)&‘_43
0,988 2,703 0,703

PO<R) = _(h”:,_> < rombre eullien o 15 3117 011

0,915 4,083 0,033
Wy > _
Rl WIRS RS 0,574 4,607 0,607

Si on prend. Xp{qm“--.,,ud 0,249 4,857 0,857
Xt Y) ok (ef=2-lnl
OLQd\b D“(w)zLU4+U,_+-~+U,\J A U4+U2.+"'+Uh

@

4

8

3

0,390| 1,715 |0,715| 7
6

Q

1

5

9

e D%, o

/A2

ce gus donne ot ume eshimolion precire de <a>



E‘EQN\PQQ: PQJ\.Mu.roJ' cond O\Qﬁo—racw .

Eulérien

U Somme X

0,416 0,416 0,416
—>0,329 0,746 0,746

0,579 1,335 0,325
D.e) = Co nombre de descentes d w

= ﬂ{g : 4520\-4) w‘& >(A)&‘_43
0,988 2,703 0,703

PO<R) = _(h”:,_> < rombre eullien o 15 3117 011

0,915 4,083 0,033
Wy > _
Rl WIRS RS 0,574 4,607 0,607

Si on prend. Xp{qm“--.,,ud 0,249 4,857 0,857
Xt Y) ok (ef=2-lnl
OLQd\b D“(w)zLU4+U,_+-~+U,\J A U4+U2.+"'+Uh

@

4

8

3

0,390| 1,715 |0,715| 7
6

Q

1

5

9

e D%, o

/A2

ce gus donne ot ume eshimolion precire de <a>



E‘KQN\PQQ: PQJ\.Mu.roJ' cond OLQUUC\.QA .

Eulérien

U Somme X

0,416 0,416 0,416
0,329 0,746 0,746

~
Dty = Qo nombre. de doscentey & w079 1LBRE O8RS

0,390 1,715 0,715
= ﬂ{g : A£2$“~4) w‘& >(A)&‘_43

0,988 2,703 0,703
n o,
PO<R) = _(h“,_> < rombre eullien o 15 3117 011

0,915 4,033 0,033
W, > o
Rl WIRC I W 0,574 4,607 0,607

St onprend. K={UeUyemms U] 0,249 4,857 0,857
Xt Y) ok (ef=2-lnl
olorns D“(w)zLU4+U,_+-~+U,\J A U4"'U2."'“'+Uh

© 01 H 0 OO ¥ & 00 B 8

o D—%%'— — W{o,4)

/A2

ce gut donne auss ume estimollion precie de <a>



E‘ﬁQN\PQe: PQ)\.muroJ' cond OLQUOC\.QA .

Eulérien

U Somme X

0,416 0,416 0,416
0,329 0,746 0,746

0,579 1,825 0,325
D.e) = Co nombre de descentes d w

\>
- w8 Achend, wyrwy,] 0890 LTS 075
0,988 2,703 0,703

PO<R) = _(57) < rombre eldion s s 0117

0,915 4,033 0,033
W, > o
Rl WIRC I W 0,574 4,607 0,607

St onprend. K={UeUpsems U] 0,249 4,857 0,857
Xt Y) ok (ef=2-lnl

OLQd\b D,\(w)zLU,,+U,~+-~+U,\J A U4"'U2.“'“'+Uh

© 01 H 0 OO ¥ & 00 B 8

o D"—F‘_ 7 -7 (/QO, 1)

/A2

ce gut donne auss ume estimollion P’@A&de<a>



E‘EQN\PQQ: PQJ\.Mu.roJ' cond O\Qﬁo—racw .

Eulérien

U Somme X

0,416 0,416 0,416
0,329 0,746 0,746

0,579 1,335 0,325
D.e) = Co nombre de descentes d w

= ﬂ{g : 4520\-4) w‘& >(A)&‘_43
—>0,988 2,703 0,703

PO<R) = _(h”:,_> < rombre eullien o 15 3117 011

0,915 4,083 0,033
Wy > _
Rl WIRS RS 0,574 4,607 0,607

Si on prend. Xp{qm“--.,,ud 0,249 4,857 0,857
Xt Y) ok (ef=2-lnl
OLQd\b D“(w)zLU4+U,_+-~+U,\J A U4+U2.+"'+Uh

@
4
8
3
0,390| 1,715 |0,715| 7
6
Q
1
5
9

one B—%’Y"- —> (/QO, 1)

/A2

ce qut donne auss uve esbimalion precire de <E>



E‘E@N\PQQ: PQJ\.mu.roJ' coOns OLQQo—raC\.eA .

Eulérien

U

Somme

X

0,416
0,329

Doy = G nombre de descenter & w27

= ﬂ{a 2 A¢ 24“-4) w&>w&*43 0,390

0,988
PO-R)= SD e sdian g 40

0,915
C‘J& >a'h~+4 L )%,>x&“ 0,574

SL O’V\P’\-?.V\d, )Q:{LI,,+U,_+--.+U&Z 0,249
Xt Y) ok (ef=2-lnl
OLQd\b D“(w)zLU4+U,_+-~+U,\J A U4+U2.+"'+Uh

e D% L, o)

/A2

ce o'w— donne ouss. ume esbimoltion pracie de <E>

0,416
0,746
1,325
1,715
R, 703
3,117
4,033
4,607
4,857

0,416
0,746
0,325
0,715
0,703
01
0,033
0,607
0,857

(V)
4
8
3
7
6
2
1
5
9

Mows Pes X\Q dont_ Wy id.?



E‘E@N\PQQ: PQJ\.mu.roJ' coOns OLQQo—raC\.eA .

Eulérien

U Somme X

0,416 0,416 0,416
0,329 0,746 0,746

0,579 1,325 0,325
D.e) = Co nombre de descentes d w

= ﬂ{a : A£2$“~4) w‘& >W‘~*43
0,988 2,703 0,703

PO<R) = _(h”:,_> < rombre eulien o 05 B11r 0117

0,915 4,083 0,033
Wy > _
Rl WIRS RS 0,574 4,607 0,607

Si on prend. )<¢={q+uz+--.+u&} 0,249 4,857 0,857
Xt Y) ok (ef=2-lnl
OLQd\b D“(w)zLU4+U,_+-~+U,\J A U4+U2.+"'+Uh

@

4

8

3

0,390| 1,715 |0,715| 7
6

&

1

5

9

Mows Pes X\Q dont_ Wy id.?

onc U% [ I
d D.\_ryz N (/({0,4) {-}-U}

/A2

ce gut donne ot ume eshimolion precie de <E>



E‘EQN\PQQ: PQJ\.Mu.roJ' cond O\Qﬁo—racw .

Eulérien

U

Somme

X

0,416
0,329

Doy = G nombre de descenter & w27

= ﬂ{Q : 45247\-4) w&>wld; 0,890

0,988
PO-R)= SD e sdian g 40

0,915
C‘J& S B &)X&“ 0.574

St onprend. K={UeUyemms U] 0,249
Xt Y) ok (ef=2-lnl
OLQd\b D“(w)zLU4+U,_+-~+U,\J A U4+U2.+"'+Uh

o D—%’Yz- — W{o,4)

/A2

ce gus donne ot wne eslimalion prcie de <E>

0,416
0,746
1,325
1,715
R, 703
3,117
4,033
4,607
4,857

0,416
0,746
0,325

0,703
0210

0,033

(0%

4

8

3
o715 ¥
6

Q

1
0,607 B
9

0,857

Mows Pes X\Q dont_ Wy id.?

UZ [=+0] 11

i( X, /)(1:%) = gg(-('u Uz}) = q-j[o,g



PJ\oceAéuA de Pocuon

(4,2,3,0
o
o o

. |/
o

o o

o
o
o
® o

(.2_) 61 .‘.*)4/3) 5) 5) . Cea



'%mmeA&usdG> Pocsion

Low=3
®
L",‘\'q-& = ?'
®
LO,"“’A: 6 ) LO,t + L", e d
o
®

¢ Cea



PJ\oceAéuA de Pocuon

Lo,r -

L\’ s =2

Lo,n[*’ 6> Loe + L,.’ red

¢ Cea



PJ\OCQA%SUA de Pocuon

t Cea

Lo+ =2
L\’,\'u =2
LO)\’-I'A: 6 ? Lolt' * L{.' Yrd

L‘—' b a e L'O,A
E[Lo,f]= g(,-)
g(tu) Y gd')'rg@)



RmxmAausdé Pocsion

Cea

Lo,r =3
L\',\'-M =2

L -
0,r+a~ 6 > LO,t. + Ll’, ted

thAQLQA
E [Lod= {0

g(tu) >, g(ﬂs‘g@)
> 3k
R R




RNx&A&wcia Pocsion

Cea

Lo,r =3
L\',\'-M =2

LO,HA: 6 2 Lolt' ¥ Li’: Yed
L
hhAyLQA

E [Lo= g(r)

g(tu) >, g&%g&
> 3k
R R

X(n) N O, Con

_ Z -~ 2R
gQ‘\) &yo € %.T a&

’{@“o‘n = O(h‘y"‘)




RNx&A&wcia Pocsion

Cea

Lo,r =3
L\',\'-M =2

LO,HA: 6 2 Lolt' ¥ Li’: Yed
L
hhAyLQA

E [Lo= g(r)

g(tu) >, g&%g&
> 3k
R R

X(n) N O, Con

_ Z -~ 2R
gQ‘\) &yo € %.T a&

’{@“o‘n = O(h‘y"‘)




	EJCIM1.0_pages_1-16_of_26
	EJCIM1.0_pages_17-26_of_26

