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Treillis et polynômes latticiels, d'un point de vue

formel
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Ordres partiels, treillis

Soit un ensemble partiellement ordonné (X,≤). Pour x ∈ X,

▶ majorants(x) = {y ∈ X ∣ x ≤ y},
▶ minorants(x) = {y ∈ X ∣ y ≤ x}.

Soit x, y ∈ X.

▶ Lorsque majorants(x) ∩majorants(y) possède un élément
minimal, on l'appelle supremum, et on le note x ∨ y.

▶ Lorsque minorants(x) ∩minorants(y) possède un élément
maximal, on l'appelle in�mum, et on le note x ∧ y.

Un treillis (en anglais : lattice) est un ensemble partiellement
ordonné (L,≤) tel que l'in�mum et le supremum existe pour toute
paire d'éléments de L.
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Ordres partiels, treillis

b ∨ c = d, b ∧ c = 0
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Ordres partiels, treillis

1 ∨ e = e, 1 ∧ e = 1
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Ordres partiels, treillis

Remarque: les ensembles totalement ordonnés sont des treillis (ex :
ℕ et ℝ), où ∧ correspond au min et ∨ correspond au max.
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Treillis, dé�nition algébrique

Un treillis est une algèbre (L,∧,∨) telle que L est un ensemble
d'éléments, et deux opérateurs binaires ∧ et ∨ véri�ent les
conditions:

▶ commutativité : a ∨ b = b ∨ a, et a ∧ b = b ∧ a,
▶ associativité : (a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c), et

(a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c),
▶ absorption : a ∧ (a ∨ c) = a et a ∨ (a ∧ c) = a.

Ordre associé aux opérations ∧ et ∨:

a ∨ b = b ⇔ a ∧ b = a ⇔ a ≤ b
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Polynômes latticiels

Soit un ensemble de noms de variables {x1,… , xn} et un treillis
(L,∧,∨). Un polynôme latticiel sur L est une expression formée à
partir d'un nombre �ni d'applications des règles suivantes :

1. pour tout i ∈ [n], xi est un polynôme latticiel,

2. pour tout c ∈ L, c est un polynôme latticiel,

3. si p et q sont des polynômes latticiels, alors p ∧ q et p ∨ q sont
des polynômes latticiels.

Exemples :

0

a b

1 a, (règle 2)

x1, (règle 1)

x2, (règle 1)

a ∨ x2, (règle 3)

x1 ∧ (a ∨ x2) (règle 3)
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Interpolation

Exemple :
Treillis (L,∧,∨)

0

a b

1

Fonction partielle f ∶ D → L, D ⊆ Ln

(a, b, a) ↦ a
(0, 0, 1) ↦ 1
(a, a, 1) ↦ 1
(b, 0, b) ↦ a

Un polynôme latticiel p interpole f si

∀(x1,… , xn) ∈ D ∶ p(x1,… , xn) = f (x1,… , xn)

Questions:

▶ Existe-t-il un polynôme latticiel interpolant f ?

▶ Comment trouver un tel polynôme ?

▶ Comment décrire l'ensemble des polynômes interpolant f ?
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Distributivité

Un treillis est distributif si

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)
a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

Dans ce cas, les polynômes latticiels peuvent être mis sous forme
normale disjonctive ou conjonctive. Exemple :

(a ∨ x1) ∧ (b ∨ x2) = (a ∧ (b ∨ x2)) ∨ (x1 ∧ (b ∨ x2))
= ((a ∧ b) ∨ (a ∧ x2)) ∨ ((x2 ∧ b) ∨ (x1 ∧ x2))
= 0 ∨ (a ∧ x2) ∨ (b ∧ x1) ∨ (x1 ∧ x2).

Une forme normale disjonctive contient au plus 2n termes. Chaque
fonction polynomiale est déterminé par 2n valeurs.
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Distributivité

Un treillis est distributif si et seulement si il est isomorphe à un
treillis d'ensembles.

∅

{1}

{1, 2}

{1, 2, 3}

∅

{1}

{1, 2} {1, 3}

{1, 2, 3}

∅

{1} {2} {3}

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1, 2, 3}
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Interpolation

Ce qu'on sait faire, pour un treillis �ni (L,≤) et une fonction
partielle f ∶ D → L, D ⊆ Ln:

Si le treillis est distributif

▶ Donner le plus grand et le plus petit polynôme latticiel qui
interpolent f , en O(|D|

2
|L|2n) dans le pire cas.

Si le treillis est quelconque

▶ Trouver un polynôme latticiel qui interpole f , en
O(|D|

2
|L|4 + n) dans le pire cas.
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Applications

Une propriété intéressante des polynômes latticiels dé�nis sur des
treillis distrbutifs : la traductabilité en règles.

0

a

b

1

On part de la forme normale disjonctive d'un
polynôme p ∶ Ln → L, par exemple

p(x1, x2) = (a ∧ x1) ∨ (x1 ∧ x2)

On génère les règles suivantes :

si x1 ≥ a alors p(x1, x2) ≥ a,
si et alors ,

si x1 ≥ 1 et x2 ≥ 1 alors p(x1, x2) ≥ 1.
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Applications

Aide à la décision : un ensemble
d'alternatives (ex : hôtels), sont
évaluées sur n critères
(positionnement, confort, prix...),
ainsi que globalement

▶ le treillis (L,≤) est un
espace d'évaluation ordinale,

▶ la fonction f ∶ Ln → L
donne un ensemble
d'exemples d'évaluation,

▶ l'interpolation permet
d'extraire un modèle ordinal
pour l'agrégation des valeurs
de préférence.

très mauvais

mauvais

moyen

bon

excellent
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Où apparaissent les treillis ?

En logique multivaluée:

Faux

Vrai

Faux

1/2

Vrai

0

1

{F}

{V,F} {}

{V}

Logique
classique

Logique de
�ukasiewicz

Logique de
Gödel (G∞)

Relevance logic

Un polynôme latticiel = une fonction logique non-décroissante.

Interpolation = chercher les formules logiques sans négation en
cohérence avec un ensemble d'interprétations.
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Où apparaissent les treillis ?

L'ensemble des ensembles fermés par un opérateur de clôture forme
un treillis. Cas particulier, la Formal Concept Analysis (FCA):

Roule Vole Nécessite carburant Nécessite pétrole Compagnon �dèle

Cheval ×
Trotinette ×
Voiture × × ×
Avion × × × ×
Fusée × ×

{}
{Roule Vole Carburant Pétrole Fidèle}

{Cheval}
{Fidèle}

{Avion}
{Roule Vole Carburant Pétrole}

{Avion Fusée}
{Vole Carburant}

{Voiture Avion}
{Roule Carburant Pétrole}

{Trotinette Voiture Avion}
{Roule}

{Voiture Avion Fusée}
{}

{Cheval Trotinette Voiture Avion Fusée}
{}
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